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移流現象は，流体の流れや電流などの物理，物流や交通渋滞などの社会現
象，あるいは，ネットワークにおける情報の移動など，様々な場面に登場す
る現象であり，理論，応用の両面からの研究が盛んである．移流現象の支配
方程式は対象の離散性，あるいはメカニズムの表現手法に応じて微分方程式，
差分方程式，セルオートマトン (CA)などさまざまな記述形式があり，決定論
的に扱うか確率的に扱うかも場合によって異なる．  
本論文では，座標と状態値のすべてが離散的で，粒子の移動が確率的とな
る 1+1 次元 CA に関する理論的な解析をテーマとする． CA は単純な構成か
ら成り立つ力学系であるが，豊富な現象を再現し，燃焼，結晶成長などの物
理化学現象，流体，ネットワーク伝送などの移流現象，生態系，細胞分裂な
どの生命現象のシミュレーションモデルや説明モデルに応用されている．ま
た，確率 C A による移流現象を扱うモデルとして非対称単純排他過程 (ASEP )
が 1970 年に Spi tzer によって提唱されて以来，非平衡統計力学の分野で盛
んに 研究 され てお り， ラン ダ ム行 列の 分解 によ る解 析方 法を 嚆矢 と して ，
Askey -Wil son 多項式などの直交多項式や量子群などの分野と関連付けられ
て議論されている．  
ASEP では粒子密度に応じて移流に相転移現象が起こる．このような相転
移現象を解析する際に，基本図と呼ばれる密度と流速の依存関係が第一義的
に重要なものとなる．交通工学においても渋滞の発生のメカニズムを解析す
る際に基本図が用いられ，高速道路において車の密度がある転移点を超える
と，自由走行相から渋滞相に転移することが知られている．基本図について
は，確率 CA における長さの異なる局所パターン同士の確率密度の依存関係
を Loca l  Structure Theory（ LST）と呼んで， Gutowi tz e t .  a l .（ 1987）や
Fukś（ 2004）が ASEP とは異なる手法を用いて解析を行っている．  
以上のような背景の下，本論文では 1 +1 次元確率 C A によって表現される
いくつかの移流現象について，時間・空間無限大での漸近挙動を理論的に解
明している．その構成は，まず第 1 章で序論を述べ先行研究を紹介している．
第 2 章では，2 種類の確率 C A について，その基本図を「分解仮設（ a nsatz）」
によって導出している．第 3 章では，有限空間における 3 種類の確率 CA に
ついて遷移確率行列を用いて基本図の導出を行っている．第 4 章では，第 3
章で得た結果の空間周期無限大への熱力学的極限を GKZ 超幾何関数によっ
て求めている．そして，第 5 章で結論と今後の展望を述べている．以下に第
2 章から第 4 章の内容を詳述する．  
まず第２章の前半では，上述の LST をより広範囲に用いる「分解仮設」を
利用しながら，粒子列の個数に相当する 2 次保存量を持つ確率 CA に対して
基本図を解析する．この系は，超離散コールホップ変換によって 2 次保存量
の系から 1 次保存量の系に帰着させることができるが，帰着させた系の時間
発展則は無限和の項を有しており，境界条件の取り扱いが難しくなる．そこ
で，粒子列の左右端に対応する 2 種類の変数を導入することで無限和の項を
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有限に縮約し，この問題を回避するという新しい手法を開発した．  
第 2 章の後半では，確率バーガース CA（ SBCA）と呼ぶ最も単純なクラス
に属する確率 C A を， 1 サイトあたりの粒子収容数を最大 2 個になるように
拡張した 3 値 SBC A について解析を行なった．元を 2 値から 3 値に拡張する
と 2 値のときに使用できた低次の分解仮設のいくつかが成立せず，基本図の
導出は格段に難しくなる．そこで綿密な数値計算を行うことにより，分解仮
設が十分な精度で成り立つ確率密度同士の非線形関係式を多数連立させ，そ
こから特定の確率密度に関する高次方程式を導出し，それを解くことによっ
て基本図を導くという手法を編み出している．  
可解な数理構造を背景とする従来の理論は対象にできる系が限られ， 3 値
SBCA のようにそこをはみ出た系については無力である．このような系につ
いて数値計算を援用するとは言え，高い精度での結果を構築できる上の結果
は全く新しい実践的手法を提案している．  
 第 2 章では空間周期が無限大の設定で系の解析を行ったのに対して，第 3
章では有限空間での漸近挙動の解明を行っている．第 2 章で問題として残っ
ていた確率論的前提，特に分解仮設にまつわる曖昧さを排除し，有限系での
クリアな議論の後に空間周期無限大への極限を取るというアプローチを採用
した．  
 最初に上述の 2 値 SBC A について，確率過程としてのエルゴード性が満た
されるように conf i gurat i on の状態空間を設定し，具体的な有限系について
conf igura ti on 間の遷移確率を行列で表し，固有値 1 の固有ベクトルを求め
ることで系の漸近分布を導出する．このような解析を異なる空間サイト数，
粒 子 数 に 対 し て も 繰 り 返 し 行 い ， 導 出 さ れ た 固 有 ベ ク ト ル の 成 分 が ，
conf igura ti on の特定の局所パターンに関する同値類と対応し，確率パラメー
タで表現されることを発見した．そして，この知見をもとに任意の有限の空
間，粒子数に対する漸近分布の一般形の予想を導いた．  
 さらに，この手法が適用できるような拡張系を探索し，漸近分布と基本図
の導出を行った．ひとつは 2 種類の確率パラメータを含む 4 近傍確率 CA で
あり，もうひとつは 2 つの変数に関して同じく 2 種類の確率パラメータを含
む連立の確率 CA である．どちらも固有ベクトルの成分が特定の局所パター
ンの同値類になっており， 2 つの確率パラメータによって表現できる．特別
な場合として上述の SBCA を包含しているとは言え，固有ベクトルの表現は
格段に複雑になっており，有意な拡張系であると言える．また，これら拡張
系は従来の他の研究では報告されていない新しいものであり，用いられた手
法が限定的なものでなく，広い枠組みで有効であるということを示唆してい
る．  
 第 4 章では，第 3 章で導出した有限空間サイト数における SBCA の基本図
の熱力学的極限を計算している．その際，Gel fand,  Kapranov,  Ze l ev i nsky  が
提唱した GKZ 超幾何関数で表現されることを利用している． GKZ 超幾何関
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数は，超幾何関数の多変数拡張とも呼べるもので，一般的な超幾何関数と同
様に隣接関係式や微分方程式が導出できる．それらの性質を利用して隣接関
係式の極限を取ることにより，基本図の熱力学的極限の計算を行っている．   
 具体的な導出は，第 3 章で求めた SB CA の有限空間サイト数における基本
図が，パラメータを変えた 2 つの GKZ 超幾何関数の比で表現されているこ
とから始まる．次に，これら超幾何関数の隣接関係式を求め，それぞれのパ
ラメータに対応する超幾何関数同士の関係を行列形式によって表現する．最
後に 2 つの超幾何関数の比が満たす微分方程式の解の無限級数展開における
最低次の極限を評価することで，空間サイト数無限大における基本図を導出
し，既知の理論式と等価であることを確認している．  
 以上が本論文の主要な結果である．どれも 1 +1 次元確率 C A の基本図に対
する解析であるが，第 2 章は分解仮設にもとづく強力な解析手法を提案して
おり，第 3 章は有限空間の遷移確率行列の固有ベクトルという確率論の王道
とも言うべき手法によって一般的な結果を導いている．それら 2 つの章の結
果は第 4 章の超幾何関数による熱力学的極限によって空間周期無限大では同
じものを指していることが検証されている．この超幾何関数による証明は特
定の系についてのみなされたとは言え，もっと広い範囲の系について適用可
能であることは明白であり，その基礎をなす結果を本論文が提示している．  
 以上より，本論文は博士（理学）の学位論文に値すると認められる．  
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